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Die Arbeit ist nur als Einstiegspunkt in die große Welt der Fraktale gedacht und erhebt keinerlei Anspruch auf Vollständigkeit.
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Wolken sind keine Kugeln, Berge keine Kegel, Küstenlinien keine Kreise. Die Rinde ist nicht glatt - und auch der Blitz bahnt sich seinen Weg nicht gerade. ... Die Existenz solcher Formen fordert uns zum Studium dessen heraus, was Euklid als formlos beiseite lässt, führt uns zur Morphologie des Amorphen. Bisher sind die Mathematiker jedoch dieser Herausforderung ausgewichen. Durch die Entwicklung von Theorien, die keine Beziehung mehr zu sichtbaren Dingen aufweisen, haben sie sich von der Natur entfernt. Als Antwort darauf werden wir eine neue Geometrie der Natur entwickeln und ihren Nutzen auf verschiedenen Gebieten nachweisen. Diese neue Geometrie beschreibt viele der unregelmäßigen und zersplitterten Formen um uns herum - und zwar mit einer Familie von Figuren, die wir Fraktale nennen werden...

Mit diesen bedeutsamen Worten eröffnet der Computerwissenschaftler Benoit B. Mandelbrot sein berühmtes Buch „The fractal geometry of nature“ (1975)
, ein Buch, das fast im Alleingang für den endgültigen Durchbruch der Fraktale sorgte. Der entscheidende Faktor für diesen Erfolg war dabei jedoch weniger Mandelbrots Genialität (die ich hier keineswegs anzweifeln möchte), sondern viel mehr eine neuartige Erfindung, der Computer. Im Gegensatz zu anderen Wissenschaftlern, die sich mit dem Thema vor ihm befasst hatten (z.B. Gaston Julia bereits in den 20iger Jahren), hatte Mandelbrot zum ersten Mal die Möglichkeit komplexe Fraktale mit Hilfe des Computers zu visualisieren. So staunte er nicht schlecht, als er das erste Mal seine Mandelbrot-Menge
, besser bekannt als „Apfelmännchen“, auf dem Monitor flimmern sah (im Bild ist das Ausgangsobjekt dargestellt). Plötzlich war die meist trockene Geisteswissenschaft Mathematik mehr als anschaulich und gewann sogar einen gewissen künstlerischen Aspekt. In den neunziger Jahren bildete sich daraus ein regelrechter „Apfelmännchen“-Boom und auch heute üben diese Bilder eine große Faszination auf den Betrachter aus. 

Doch kommt der fraktalen Geometrie bei weitem mehr Bedeutung zu als nur das Produzieren schöner Grafiken. Unsere ganzen Strukturen aus der Natur (Gebirge, feinverzweigter Blutkreislauf, etc.) können wir nur mit Hilfe von Fraktalen korrekt beschreiben, was bereits aus dem Titel von Mandelbrots Buch hervorgeht („Die fraktale Geometrie der Natur“). Diese Tatsache wurde bis zu diesem Zeitpunkt ignoriert, man befasste sich ausschließlich mit künstlichen und abstrakten Objekten. Mit diesem Wissen ist man heutzutage in der Lage realistische Modelle unserer natürlichen Umgebung am Computer zu erstellen
. Aber auch andere Bereiche der Computertechnik – die Bildkomprimierung, nur um ein Beispiel zu nennen – wurden maßgebend beeinflusst.

Später hat sich gezeigt, dass die fraktale Geometrie ebenfalls eine verbindende Brücke zwischen den einzelnen, scheinbar unabhängigen Wissenschaften darstellt. So kann man etwa die aus der Biologie bekannten, dynamischen Systeme, wie beispielsweise die Kaninchenpopulation, fraktal beschreiben und somit einen Zusammenhang zur Mathematik herstellen.


Auf den folgenden Seiten werde ich zum großen Teil nur auf die einfachsten, die linearen, Fraktale eingehen und alle anderen Arten weitgehend keiner näheren Betrachtung unterziehen. Diese Entscheidung liegt darin begründet, dass die Komplexität der Thematik rasend ansteigt je weiter man in die Materie vordringt. So ist für das Verständnis der Mechanismen hinter den Apfelmännchen-Grafiken, die sicherlich den größten Reiz auf den Betrachter ausüben, die Kenntnis der komplexen Zahlen und teilweise auch der Matrizenrechnung absolute Voraussetzung. Die Behandlung dieser Themengebiete würde den Rahmen dieser Arbeit aber sprengen.

Zur Abgrenzung sei aber trotzdem die grobe Unterteilung der Fraktalklassen genannt: 

Man unterscheidet zunächst zwischen deterministischen und nicht deterministischen Fraktalen. Nicht deterministisch heißt so viel wie „zufällig“. Unter diese Kategorie fallen chaotische Systeme, die man in der Tat mit Hilfe von Fraktalen darstellen kann, wie z.B die Braunsche Bewegung, bei der ja die Teilchenbewegung logischerweise durch keine konkreten Formeln vorausbestimmt werden kann. Die deterministischen, also festgelegten, Systeme gliedern sich nochmals in lineare und nicht lineare Fraktale unter. Die Mandelbrotmenge oder die nahe verwandte Julia-Menge gehören beispielsweise zu den Letzteren. Typisch für die Fraktale dieser Art ist die Verwendung einer Iterationsformel
. Die linearen Fraktale, mit denen ich mich im Folgenden näher beschäftigen werde, wurden viel früher als die nicht Linearen entdeckt (bereits Ende 19Jh.). Zu dem Zeitpunkt bezeichnete man noch diese Figuren als "Mathematische Monster", da man sich viele ihrer Eigenschaften mit keinen Mitteln erklären konnte.
 Doch nur wenige Jahrzehnte später erkannte man die Zusammenhänge hinter den Fraktalen dieser Art, die sich als recht simpel erwiesen. Bekannte Vertreter dieser Gattung sind unter anderem Sierpinsky-Dreieck, Koch-Kurve, Koch-Insel, Cantor-Menge und Peano-Kurve. Im Kapitel „Lineare Fraktale“ werden die ersten 3 Genannten näher auf ihre speziellen Eigenschaften untersucht.

Das Problem bei der Definition des Wortes „Fraktal“ ist, dass es nur ein Überbegriff für besondere Strukturen darstellt, deren Verwandtschaft man häufig auf den ersten Blick gar nicht erkennt. Sie weisen nur wenige abstrakte, gleiche Merkmale auf, haben dafür aber um so mehr individuelle Charakteristiken. Man kann also mit keinem einzigen Definitionssatz den Fraktalen wirklich gerecht werden. Stattdessen muss man sie über deren wenige gemeinsame Eigenschaften erschließen oder von Anfang an sein Augenmerk nur einer engen Unterklasse schenken.


1. fraktale Dimension

Um auf diese Eigenschaften der Fraktale zu kommen, ist es sinnvoll zunächst ein Schritt zurück zu den Gebilden der Eukliden Geometrie zu machen..

Vor über 2000 Jahren fasste der Grieche Euklid die grundlegenden geometrischen Objekte aus der Mathematik, die allesamt künstlichen Charakter hatten, zusammen. Er unterschied zwischen Linien, Flächen und räumlichen Körpern und ordnete ihnen 3 aufsteigende Dimensionen zu (1te, 2te, 3te). Ein Quader, dessen Form durch Breite(a), Höhe(b) und Tiefe(c) bestimmt wird, hat also 3 ausschlaggebende Parameter und damit die Dimension 3. Allgemein lässt sich die Dimension auch aus dem Zusammenhang zwischen der linearen Ausdehnung einer Seite und dem sich ergebenden Flächeninhalt (oder Volumen wie in diesem Fall) eines Gebildes herleiten. 


Beispiel: Wie man in der Grafik rechts sieht, bewirkt eine Verkleinerung der Seite a eines Würfels um ein Drittel (=Skalierungsfaktor, S) eine Verkleinerung des Volumens um den Faktor 27 (roter Würfel), da man ja nicht nur die Breite, sondern auch die Höhe und die Tiefe gemäß der Formel V=(S*a)3 = (1/3)3=1/27 mitverändert (a sei wie im Bild 1). Bei einem Quader mit den Seiten a, b, c müsste man also jede der Seiten mit dem Skalierungsfaktor multiplizieren. Aus dem Kehrwert des Volumens vom kleinen Würfel, kommt man darauf, wie viele insgesamt in den großen Würfel passen, oder anders ausgedrückt, auf die Anzahl der entstehenden Kopien (n). Die beiden gewonnen Werte S, n  reichen aus, um die Dimension D von jedem geometrischen Objekt, inklusive der Fraktale, wie man etwas später sehen wird, zu berechnen.

Die Ausgangsformel für die Berechnung der Dimension lautet zunächst (1/S)D = n. Durch Logarithmieren auf beiden Seiten kommt man auf die universelle Formel:
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Zur Bestätigung wird nochmals der Würfel aus dem Beispiel verwendet: D = (lg 27)/(lg 3) = 3

Die Dimension stimmt überein. 

Zurück zu den Fraktalen: Das Wort „Fraktal“ kommt von „fractus“ (lat.), was soviel wie „zerbrochen“ bedeutet. Das trifft auch häufig auf das Erscheinungsbild der Fraktale zu. Doch ihren Namen erhielten sie eher wegen ihren ungewöhnlichen Dimensionen. Wie weiter oben erwähnt, existierten für Wissenschaftler bis in die Neuzeit hinein nur 3 Dimensionen. 1919 gelang es aber F. Hausdorff  diese Limitierung aufzuheben, indem er aus mathematischer Sicht nachwies, dass Fraktale „krumme“ Dimensionen besitzen können. „Krumm“ bedeutet, dass im Prinzip alle rationalen Zahlen >0 und <3
 fraktale Dimensionen sein können.

Dieses Phänomen rührt von einer nicht proportionalen Entwicklung der Länge im Bezug auf die Veränderung der Fläche bzw. des Volumens eines Fraktals her. 


Schaut man sich die Formel zur Dimensionsberechnung genauer an, so ist sofort einleuchtend, dass der Quotient zweier Logarithmen eher selten natürliche Zahlen und somit also gerade Dimensionen als Ergebnis liefert
. Auf mathematische, lineare Fraktale, wie etwa das Sierpinsky-Dreieck, bei denen man  n und S identisch zum Würfel bestimmen kann, lässt sich also die Dimensionsformel problemlos anwenden. Anders sieht es bei nicht linearen und weiteren Fraktalklassen aus: dort kann n bzw. S nicht einfach aus der Grafik herausgelesen werden. In diesem Fall muss man andere Verfahren zur Bestimmung der Dimension einsetzen, die allerdings aber meist sehr kompliziert sind und nur bei einem einzigen speziellen Fraktal funktionieren. 

2. Selbstähnlichkeit


Im Bild rechts oben (a) ist das Blatt einer Farnpflanze abgebildet. Man sieht, dass aus dem Stängel zahlreiche kleine Blättchen sprießen. Wenn man nun eines von ihnen herausnimmt (hervorgehoben durch roten Rahmen in der Grafik), spiegelt (b) und passend vergrößert (c), erhält man von der Form her wieder das Ausgangsblatt (a). Den Prozess könnte man mit einem Blättchen aus (c) wiederholen, usw., und jedes Mal würde man die Übereinstimmung feststellen. Jedes Blatt muss sich also aus kleineren Strukturen zusammen setzen, die dem ganzen Objekt ähneln. Dieses Merkmal bezeichnet man als Selbstähnlichkeit und es ist eine wichtige Eigenschaft aller Fraktale.

Der bereits erwähnte Skalierungsfaktor spielt hier wieder eine große Rolle, weil er den weiteren Aufbau (die Proportionen der Blätter der ersten Iterationsstufe (=X1) in diesem Beispiel) eines Fraktals maßgeblich bestimmt. Der Faktor unterscheidet sich von Fraktal zu Fraktal, ist bei jedem einzelnen aber eine feste Größe, d.h. er verändert sich nicht mit steigender Tiefe. 

Bei natürlichen Fraktalen, wie etwa Pflanzen, liegt es auf der Hand, dass die Selbstähnlichkeit bei mikroskopischer Vergrößerung irgendwann nicht mehr zutrifft, da einzelne Pflanzenzellen nun mal keine derart verästelte Struktur wie das Ausgangsobjekt aufweisen. Die endgültige Schranke für alle Objekte aus der Natur stellen aber die Grundbausteine alles Lebens, die Atome, dar. Sie haben nach heutiger Modellvorstellung eine exakte Kugelform. Die mathematischen Fraktale brauchen dagegen keine solchen Einschränkungen zu haben, bei ihnen strebt die Tiefe (theoretisch) gegen unendlich. Sobald man aber anfängt sie zu zeichnen,  wird auch dieser Vorsatz nicht erfüllt, da ein Computer für die unendlich feinen Strukturen auch unendlich viel Berechnungszeit benötigen und dies sowieso nichts bringen würde, da sowohl der Monitor (Pixelraster) als auch unser Auge nur über eine begrenzte Auflösung verfügen.

3. Entstehung

Die Selbstähnlichkeit der Fraktale fundiert auf der Tatsache, dass sie durch wiederholt angewendete, einfache Algorithmen reproduziert werden können. Die charakteristischen Wiederholung, auch Iterationen genannt, kommen grundsätzlich bei der Bildung jeder Fraktalart vor. Bei der Umschreibung der Algorithmen muss man jedoch eine klare Trennung zwischen den einzelnen Fraktalklassen machen, da diese Vorschriften deutlich differenzieren.

Lineare Fraktale bauen sich aus den euklidischen Objekten (Linien, Dreiecke, ...) zusammen. Iterierte geometrische Operationen wie z.B. zentrische Stauchung oder Drehungen erzeugen Ketten von Ähnlichkeitsabbildungen, die häufig in die Tiefe gehen, ohne jedoch die Grundstruktur des Ausgangsobjekts zu manipulieren (eine Manipulation wäre zum Beispiel, wenn man an ein Quadrat ein Dreieck anbauen würde). Diese Operationen waren schon lange bekannt, doch erst im 20ten Jahrhundert kam man auf die Idee zu schauen was passiert, wenn sie oft genug nacheinander ausgeführt werden.

Da man die Parameter für die geometrischen Operationen während der Iterationsabläufe in der Regel nicht mehr verändert, genügen das Ausgangsobjekt X0, das man als „Initiator“ bezeichnet, und der erste Iterationsschritt X1 („Generator“) vollkommen, um die Entwicklung eines linearen Fraktals zu beschreiben.

Nicht lineare Fraktale entstehen dagegen aus der Iteration einer mathematischen Gleichung. So kommt bei der berühmten Mandelbrotmenge die simple quadratische Formel Xn+1 = Xn2+ c

zum Einsatz. Sie ist rekursiv dargestellt, das heißt, dass für die Berechnung des nächsten Wertes (Xn+1) der zuvor ermittelte Wert (Xn) in die Formel eingesetzt werden muss.

Für jeden Bildpunkt wird nun nach der Vorschrift so lange eine komplexe (das ist ausschlaggebend) Zahl Xn quadriert und eine konstante komplexe Zahl c hinzuaddiert, bis entweder das Ergebnis größer als eine bestimmte Konstante, oder eine zuvor festgelegte maximale Rechentiefe (=Iterationsanzahl) überschritten wird. Doch wie kommen die bunten Farben zustande? Das geschieht, indem aus einer angelegten Farbtabelle die Farbe entnommen wird, welche der Anzahl der Iterationen entspricht, die bei dem Bildpunkt benötigt wurden. Man mag es auch heute nicht so recht glauben wenn man eine „Apfelmännchen“-Grafik zum ersten Mal sieht, dass aus der Befolgung dieser noch relativ einfachen Regeln ein derart facettenreiches Bild entsteht.

Eine Eigenschaft von allen Rekursionen ist die schnelle Aufsummierung der Abweichungen. Das bedeutet, dass wenn c oder X0 nur geringfügig verändert werden, es nach genügend Iterationen zu einem deutlichen Größenunterschied zwischen dem neu berechneten Xn und dem alten Xn kommt. Durch diese empfindliche Abhängigkeit des Endprodukts von den Startbedingungen erklären sich auch die auftretenden Unterschiede in dem „Apfelmännchen“-Bild bei einer minimalen Veränderung von c.

4. Komplexität

Diese Eigenschaft ist eigentlich nur eine logische Schlussfolgerung aus den gewonnen Erkenntnissen. Da man in Fraktalen unendlich viele einzelne Strukturen findet, werden bei einer Vergrößerung auch mehr Details sichtbar. Solche Gebilde bezeichnet man generell als hochkomplex.


An dieser Stelle werden 3 populäre lineare Fraktale kurz vorgestellt und die Vorgehensweisen für die Berechnung diverser relevanter Größen, wie z.B. die Fläche oder die Seitenlänge, anhand dieser Beispiele erklärt. Die gewonnen Werte können als Ausgangsbasis für weitere Betrachtungen des jeweiligen Fraktals dienen.

Sierpinsky-Dreieck:
Das Sierpinsky-Dreieck ist im Normalfall zunächst ein gleichseitiges Dreieck (X0)

Das nächste Objekt (X1) wird erzeugt, indem man die Mittelpunkte der 3 Seiten, die ein ausgefülltes Dreieck umgeben, ausrechnet, miteinander verbindet und das so entstandene Dreieck anschließend entfernt (weiße Fläche im Bild unten). So geht man in den folgenden Iterationsstufen mit jedem gefüllten Dreieck vor. Heraus kommt dabei ein Gebilde, das immer mehr „Löcher“ enthält. Strebt die Fläche dieses Fraktals also gegen Null? Um diese Vermutung zu beweisen, kann man als erstes die Dimension (Seite 5) zu Rate ziehen: 

Man sieht, dass im Schritt von X0 zu X1 aus dem ursprünglichen Dreieck 3 Kleinere entstehen (das Dreieck in der Mitte zählt man nicht dazu, da es „weggenommen“ wird), deren Seiten jeweils nur halb so groß sind wie die des Ausgangsdreiecks. Damit beträgt also n, die Anzahl der Kopien 3 und der Skalierungsfaktor S (1/2). Eingesetzt in die bekannte Formel 
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, erhält man für D ungefähr den Wert 1,585. Mit dieser krummen Dimension liegt das Sierpinsky-Dreieck also irgendwo zwischen dem, was wir als eine Linie und eine Fläche bezeichnen. 

Um irgendwelche Zusammenhänge aus einem Fraktal herauslesen zu können, empfiehlt es sich die Grafiken der ersten Iterationsstufen zuerst intensiv anzuschauen. Der nächste Schritt wäre dann, dass man sich ein bestimmtes Element herausgreift, wie etwa hier die Dreiecke, die allesamt die gleiche Größe untereinander bei beliebiger Iterationsstufe Xn aufweisen, deren zahlenmäßige Entwicklung notiert und dann versucht für die Werte eine, am besten explizit dargestellte, Folge zu finden. So würden im Falle des Sierpinsky-Dreiecks die Folgenglieder mit 1 beginnen (Ausgangsobjekt) und immer um den Faktor 3 zunehmen (..., 3, 9, 27,...). Die Anzahl aller Teildreiecke zu einem bestimmten Iterationsschritt (=Tiefe) n würde sich also über die Formel Zn = 3n definieren.
Wenn man jetzt noch die Fläche eines Teildreiecks zu jedem Zeitpunkt finden könnte, wäre die Berechnung der Gesamtfläche kein Problem mehr. Dazu braucht man die allgemeine Formel für die Fläche eines gleichseitigen Dreiecks bei gegebener Seite a: 
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. Wie man unschwer erkennen kann, halbiert sich die Seite a bei jedem Iterationsschritt, der Skalierungsfaktor S (siehe Seite 5) ist also 0,5. Die Seitenlänge eines Teildreiecks bei Xn beträgt daher an = a0* Sn = a0* 2-n
Aus diesen Erkenntnissen lässt sich eine allgemeine Formel für die Berechnung der Fläche bilden: 
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. Setzt man den Wert für S und die Formel für Zn ein, so ergibt sich  
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. Und siehe da die Gesamtfläche strebt tatsächlich gegen Null, da (3/4)n bei ansteigendem n immer kleiner wird.
Der Einfachheit halber werde ich hier auf weitere lange Ausformulierungen verzichten, da die Berechnungen im Grunde analog laufen.

Koch-Kurve:

Vorschrift: Nimm jede Strecke, teile sie durch 3 und ersetze das 2 Segment durch ein gleichseitiges Dreieck 

(ohne Seite c)

Anzahl der Strecken: ZS = 4n


(Folgenwerte: 1, 4, 16, 64,...)

Gesamtlänge: L = (4/3)n
L ( ∞
(jede Strecke wird beim nächsten Iterationsschritt um ein Drittel verlängert)

D = (log 4) / (log 3) ≈ 1.262

Koch-Insel:
Vorschrift: verbinde die Startpunkte von 3 identischen
      Koch-Kurven miteinander 

Umfang: U=?   Fläche: A=?


U = 3L = 3*(4/3)n

U ( ∞

____________________________________________________

Skalierungsfaktor: S = 1/3


Anzahl der Dreiecke: Z0=1;
n>=1: Zn=3*4n-1

(Folgenwerte: 3, 12, 48,... – Initiator passt nicht in die Folge)


[image: image6.wmf]1

n

2

0

1

-

n

n

2

0

NEU

)

9

4

(

*

a

*

12

3

3

*

4

*

9

1

*

a

*

4

3

A

n

-

=

=


Allerdings wird damit nur die Fläche der neuen Dreiecke bei einer Iterationsstufe berechnet. Um auf die explizite Formel der Gesamtfläche zu kommen, bedarf es einigen Umformungen:
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Der Ausdruck in den eckigen Klammern ist eine geometrische Reihe. Deren Grenzwert wird über die Formel 
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berechnet, wobei a in diesem Fall 1 ist. Hier beträgt er also 
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(A1 - Initiatorfläche)


( unendlicher Umfang aber endliche Fläche

Nachdem man die Theorie verstanden hat, hat es natürlich einen gewissen Reiz das Erlernte praktisch anzuwenden. In diesem abschließenden Kapitel werden einige Möglichkeiten vorgestellt wie man aus programmiertechnischer Sicht lineare Fraktale auf dem PC „zum Leben erwecken“ kann. Denn so zahlreich wie die Arten der Fraktale sind auch die Ansätze, die man bei dieser Aufgabe finden kann.

Hinweis: Alle hier vorgestellten Verfahren wurden auch in das Programm „Fractality“ implementiert. Zum genaueren Verständnis der Programmabläufe empfiehlt es sich in den beigelegten Quelltext reinzuschauen
.


Um ein lineares Fraktal zeichnen zu können, bedarf es – auch wenn es paradox klingen mag – bei vielen Darstellungsverfahren nicht zwingend einer genaueren Untersuchung seiner Eigenschaften, wie etwa Längenentwicklung, Dimension, etc. Grundsätzlich reicht es die Veränderungen, die der Generator am Initiator erzeugt, programmiertechnisch umzusetzen. Diese Vorgehensweise kann zu durchaus verblüffenden Ergebnissen führen, weil man ja zunächst nur das Aussehen des Fraktals bei X0 (Initiator) und X1 (Generator) kennt. Hier kann man also Pioniersgeist beweisen, indem man ein neues Fraktal entdeckt
.

Rekursion:

Nehmen wir uns mal die einfache Koch-Kurve als Beispiel dafür heraus:

Zunächst einmal müssen die Fixpunkte der Startlinie (Initiator) als zweidimensionale Koordinaten (x, y) vorliegen. Um die Vorschrift des Generator (siehe Kapitel „Lineare Fraktale“) zu erfüllen, müssen zuerst die exakten Koordinaten bestimmt werden, die diese Strecke in drei Teile zerlegen. Anhand dieser Daten lässt sich die Spitze des neuen Dreiecks berechnen. Von ihr aus werden Linien zu den 2 anderen, neuen, Koordinaten gezogen. Man hat nun also X1. Jetzt müsste man das mit jeder der 4 entstandenen Strecken wiederholen, anschließend mit 16, usw. Theoretisch wäre es möglich ein Feld
 anzulegen, das alle aktuellen Koordinaten der Ecken enthält. In einer Schleife würde dann die Vorschrift nacheinander auf alle benachbarten Feldelemente angewandt und die neuen Koordinaten in ein anderes Feld abgespeichert werden. Man kann sich aber selber ausrechnen, dass so bei größeren Tiefen jedes Feld irgendwann gesprengt wird und diese Methode generell sehr speicherlastig ist.

Eleganter geht es mit einer rekursiven Funktion. Rekursion  bedeutet, dass ein Unterprogramm sich selbst immer wieder aufruft, bis in diesem Fall die Rekursionstiefe, also die Anzahl der Aufrufe der Funktion, die angegebene Zeichentiefe erreicht hat. In der Funktion werden dann nur die zwei Seiten des gleichschenkligen Dreiecks, das angebaut werden soll, berechnet und gezeichnet. Anschließend ruft das Unterprogramm sich erneut auf, übergibt aber die gerade berechneten Werte mit denen dann das „neue“ Unterprogramm arbeitet. Für die Koch-Kurve müssen in der Funktion 4 nacheinanderfolgende Rekursionsaufrufe stehen, da nach einer Iteration eine Strecke sich dann aus 4 Einzelstücken zusammensetzt.

Chaos Spiel (Sierpinsky-Dreieck):

Am meisten wird der Betrachter wahrscheinlich von diesem Verfahren verblüfft sein:

Es werden scheinbar zufällig Punkte auf den Bildschirm gezeichnet, die – eine genügend große Anzahl vorausgesetzt – die Konturen des Sierpinsky-Dreiecks ergeben. Ebenso beeindruckend ist die Anzahl der nötigen Operationen. Im Grunde beschränken sich diese auf 9 (!) Zeilen plus dem Befehl für das Zeichnen eines Punktes in Koordinate (X|Y). Durch einen Zufallswert, der in einer Schleife jedes Mal neu ermittelt wird, wird eine von drei Möglichen Operationen an X und Y bestimmt, die mit gleicher Wahrscheinlichkeit drankommen können:

a)   X = X / 2   ;   Y = Y / 2

b)   X = (1 + X) / 2   ;   Y = Y / 2

c)   X = (0.5 + X) / 2   ;   Y = (1 + Y) / 2

Zuvor weist man X0 und Y0 ebenfalls einen Zufallswert zu.

Abhängig von der Größe des Ausgabefensters sollte man schon die Schleife ca. 10000 Mal durchlaufen lassen, um ein vernünftiges Ergebnis und nicht nur „Schweizer Käse“ zu bekommen.

Einen ersten Denkansatz (mehr soll an dieser Stelle nicht gesagt werden) warum denn aus dieser Iteration letztendlich das Sierpinsky-Dreieck entsteht, liefert ein nur auf den ersten Blick anders aussehende Verfahren, bei dem zunächst drei Punkte A,B,C (bilden das Ausgangsdreieck) und ein willkürlicher Startpunkt Z0 gegeben sind. Nun wird einer der Fixpunkte zufällig ausgewählt (A im Bild) und der Mittelpunkt der Strecke
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 berechnet. Diesen Punkt zeichnet man und von ihm aus wird anschließend eine neue Strecke bestimmt (hier 
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), usw. Die mathematische Vorschrift lautet hier also Zn+1 = (P + Zn)/2 , wobei P ∊ {A, B, C} ist und zufällig für jeden Schritt neu ausgewählt wird.

Turtle-Graphics:

Und als ob das nicht bereits reichen würde, gibt es ein weiteres universelles Verfahren, das allerdings mit einigem Programmieraufwand verbunden ist, dafür aber das flexibelste von allen ist. Es handelt sich um Turtle-Graphics. Um auf das Prinzip dahinter zu kommen, stelle man sich in der Tat eine Schildkröte (=turtle) vor und denke an die Bewegungsabläufe dieses Tieres. Man kann sie grob unter „vorwärts laufen“, „um eigene Achse nach links drehen“ und „um eigene Achse nach rechts drehen“ zusammenfassen (wenn man sich den Rückwärtsgang bei einem Panzer wegdenkt, kommt man auf das gleiche Modell). Übertragen wir nun das Modell auf eine programmiertechnisch sinnvolle Basis. Die Schildkröte mutiert zu einem Zeiger (Pointer), der die aktuelle Position beschreibt, welche sich aus den Koordinaten X + Y der Ebene und der Drehrichtung (Winkel α in Bogenmaß) zusammensetzt.

Jeder einzelnen Bewegung wird jeweils ein eigenes Symbol zugeordnet. Der Computer interpretiert es später als ein entsprechendes Kommando und ändert den aktuellen Zustand des Zeigers.

In der Tabelle unten ist aufgelistet was jedes Symbol bewirkt und wie sich der Zustand des Pointers ändert.

	Kommandos:
	Ergebnis:
	Zustand: (X, Y, α)

	"F"
	zeichne Linie der Länge d
	(X + δ * cos α, Y + δ * sin α, α)

	"f"
	vorwärts um Strecke d gehen ohne zeichnen
	

	"+"
	nach rechts um Winkel δ drehen
	(X, Y, α + δ)

	"-"
	nach links um Winkel δ drehen
	(X, Y, α – δ)


(Das Kommando "f" ist unverzichtbar wenn nicht zusammenhängende Fraktale gezeichnet werden sollen)

Die Variablen d
 und δ gehören zu den Startbedingungen. Ebenso muss natürlich auch der Ausgangszustand, also die Position von der aus der Pointer starten soll, festlegt werden.

Durch Aneinanderreihung der Symbole kann nun eine Kommandokette erstellt werden, die dann Zeichen für Zeichen nacheinander abgearbeitet wird. So würde die Zeichenkette (String) "F+F+F+F" bei δ = 0.5∏ (=90°) in ein Quadrat übersetzt werden. Aber erst durch die Einführung des bekannten Initiators und Generators können durch Turtle-Graphics Fraktale entstehen. 

Das soll am Beispiel der Koch-Insel demonstriert werden:

Der Initiator bei der Koch-Insel ist ein gleichseitiges Dreieck. Nun wird also ein entsprechender Initiator-String gesucht der diese Figur darstellt. Für δ = 60° kommt man nach einigem Überlegen auf "F--F--F" ("-" könnte auch durch "+" ersetzt werden; der einzige Unterschied wäre dann, dass der Pointer im Uhrzeigersinn wandern würde). Der Generator-String würde dann so aussehen: "F+F--F+F". Der Trick an der Sache ist, dass jetzt für X1 alle "F" im Initiator-String durch den Generator-String ersetzt werden (man spricht hier auch von Ableitungen). Bei der nächsten Iterationsstufe werden wieder alle "F" im neu gebildeten String abgeleitet, usw. Die Rechentiefe rettet vor einer Endlosschleife und eventuellem Programmabsturz. Außerdem muss man d dynamisch mit der Rechentiefe nach unten skalieren, da ja mit wachsender Tiefe die Strecken bei der Koch-Insel immer kleiner werden. Das Ableiten kann man übrigens erneut durch eine Rekursion realisieren.

Der größte Vorteil bei Turtle-Graphics ist die ungeheure Flexibilität. Man verändert im Generator-String ein paar Symbole und schon entsteht etwas ganz neues. Die programminterne Ausführung hängt ausschließlich von den äußeren Parametern ab, die jederzeit modifiziert werden können. Bei dem rekursiven Verfahren ist diese Abgekoppeltheit nur schwer bis unmöglich zu bewerkstelligen, da dort  Rechenoperationen, wie etwa die Bestimmung des Mittelpunkts einer Strecke, stark fraktalspezifisch sind und somit fest implementiert werden müssen.

Leider geht es aber auch nicht ganz ohne Nachteile:

Die Berechnungen von Kosinus und Sinus, die vor jedem Zeichenkommando durchgeführt werden müssen, verbrauchen viel Rechenzeit (was in meinem Programm auch zum Teil an Visual Basic liegt, da es trigonometrische Funktionen sehr langsam verarbeitet). Dies merkt man sehr deutlich bei größeren Rechentiefen. 

Das rekursive Verfahren, bei dem ja nur die Grundrechenarten zum Einsatz kommen, ist hier um ein vielfaches schneller.

Ihre große Anwendung finden die Turtle-Graphics allerdings eher weniger beim Zeichnen klassischer linearer Fraktale, wie etwa der genannten Koch-Insel, als viel mehr bei L-Systemen. L-Systeme erlauben es Pflanzen detailliert und realistisch zu modellieren. Ihre Grundlagen wurden bereits 1968 vom Biologen Lindenmayer entworfen, der sich mit der Entwicklung mehrzelliger Organismen beschäftigte. Dabei gibt es (vorerst) keine Änderungen an der erklärten Funktionsweise. Es werden aber 2 zusätzliche Kommandos benötigt:

	Kommandos:
	Ergebnis:
	Zustand: (X, Y, α)

	"["
	schiebt aktuellen Zustand auf den Stack

	-

	"]"
	holt letzten Zustand vom Stack ab
	(XStack, YStack, αStack)


Diese Befehle werden gebraucht um Koordinaten zu speichern und später wieder zu ihnen zurückkehren zu können. Diese Koordinaten stellen dann Knotenpunkte da von denen aus      - wie in der Natur – sich mehrere „Äste“ entwickeln können. 

Am besten versteht man die Funktionsweise indem man den Fraktaltyp „L-Systems“ im Programm „Fractality“ auswählt und die Zeichenoperationen Schritt für Schritt ablaufen lässt.

Dass an dieser Stelle die Möglichkeiten der L-Systeme und den damit verbundenen Turtle-Graphics noch lange nicht erschöpft sind, ist beinahe schon selbstverständlich. Die Kommando-Liste kann etwa beliebig erweitert werden. Zum Beispiel könnte ein weiteres Symbol δ verändern während das System noch arbeitet. Ein weiterer Schritt wäre der Übergang zu stochastischen L-Systemen, die die Ableitungsregeln beispielsweise zufällig auswählen könnten und somit für natürliche Variation wie bei den „echten“ Bäumen sorgen würden.

Fraktale umgaben also schon seit Urzeiten die Menschen und wurden nicht erst etwa durch den homo sapiens erfunden. Da man sie unter anderem wegen ihrer Selbstähnlichkeit als schön empfand, hielt man Motive aus der Natur, wie Bäume, Felsen und andere, in Bildern fest. Ende des neunzehnten Jahrhunderts begannen Wissenschaftler einen mathematischen Unterbau für diese natürlichen und doch gleichzeitig faszinierenden Erscheinungen zu schaffen und entfernten sich zunehmend von der Bildlichkeit, die die Fraktale immer prägte.

Mit der Entwicklung moderner Computer kamen die fraktalen Bilder aber in Form von   Computergrafiken zurück.

Und so schließt sich der Kreis.....

Materialverzeichnis:


Literatur:

M. L. Frame & B. B. Mandelbrot: Fractals, Graphics, & Mathematics Education,

        The Mathematical Association of America, 2002 

http://www.cg.tuwien.ac.at/courses/Fraktale/VO.html
(
PDF-Dateien (Englisch)

http://www.ev-stift-gymn.guetersloh.de/uforum/physik-lk-12-1997-1998/fraktale/
Programme:

http://www.physcip.uni-stuttgart.de/phy11733/
(
„Quat 1.2“, Dirk Meyer:









generiert 3D-Fraktale

http://www.TreeMaker.nl
(
„Treemaker 2.0“, Gijs van Schelven: 

generiert virtuelle 3D-Bäume
Bilder:

http://www.fractalus.com/cgi-bin/glist
(
Slideshow-Bilder in der Präsentation

andere aus den oben genannten PDF-Dateien entnommen

Hinweise:

[1] Alle auf der CD liegenden Texte wurden von mir, Ilia Lebedkin, eigenhändig erstellt.

[2] Ebenso bin ich der Autor von folgenden, im Hauptverzeichnis liegenden, Programmen:

     „Fractality“, „Slideshow“, „SetFileCreator“
(*.exe)

[3] Des weiteren wurden die meisten Grafiken sowohl in der Präsentation als auch in der

     schriftlichen Arbeit von mir kreiert.

[4] Alles was die vorangehenden Punkte nicht einschließen ist Freeware und kann aus dem  

     Internet bezogen werden
Mathematik-GFS zum Thema...
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� Gerechterweise muss man sagen, dass Mandelbrot sein Fraktal zum großen Teil aus den Erkenntnissen  von  


   Gaston Julia ableitete.


   Näheres siehe Kapitel „Eigenschaften“: Entstehung


� Mit dem beigelegten Programm „Treemaker“ ist es z.B. möglich ein Aspekt der Natur – die Bäume – zu


   visualisieren


� siehe auch Kapitel „Eigenschaften“: Entstehung


� Sie können sogar noch höher dimensioniert sein, indem sogenannte Quaternionen zur Berechnung der Grafiken verwendet werden. Für nähere Informationen empfiehlt sich eine Studie des Manuals vom Programm „Quat“, das sich auf der CD befindet   (siehe auch Materialverzeichnis)


� Eine Berechnung der fraktalen Dimensionen anhand von ausgewählten Beispielen erfolgt im Kapitel „Lineare Fraktale“





� liegt im Unterordner „\Fractality SourceCode\“ 


  siehe auch FractalityReadme.txt


� Der Fraktaltyp „Cross“ im meinem Programm entstand auf diese Art und Weise (mit großer Sicherheit ist 


  dieses Fraktal aber in irgendwelchen Büchern beschrieben) 


  Initiator: Strecke AB


  Generator-Vorschrift: bestimme Mittelpunkt der Strecke und zeichne auf jeder Seite davon eine orthogonale  


  Linie, deren Länge die Länge der Strecke AB mal Skalierungsfaktor ist


� Ein Feld enthält Daten gleicher Art, die einzeln mit XIndex angesprochen werden können


� d ist maßgebend dafür, wie groß das Fraktal gezeichnet werden soll. Durch Vergrößern von d kann man also in 


  das Fraktal „hineinzoomen“.


�  Stack: Man stelle sich ein Deck Karten vor, von dem man pro Zug entweder eine Karte drauflegen, oder die oberste Karte abheben kann. Übertragen auf einen Computer wird in diesem Fall ein Speicherbereich für temporäre Zustände geschaffen.
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